Mathématiques en technologies de I'information

Exercices Série 17

1. Prouvez par récurrence que

n
un=22i=2"+1—1.
i=0

2. Prouvez, par récurrence, que

", = Z 2 = n(n + 1)6(211 +1)

i=0

3. Soit u, défini par ug = 0 et up; = ——

+;n' Alors pour toutn € N*, 0 < u,, < 1.

Réponses

1. up=2°=1=2-1=22—-1=>cestok.ldempouru; =2°+21=1+2=3=4—

1 =22 —1 =>c'est ok aussi.

Supposons donc que I'égalité soit vraie pour u,, et montrons qu’elle I'est aussi pour

U,+1. Nous devons donc prouver que si u, = 2" — 1, alors u,,; = 2"*? — 1.

Or
Uppg = onti +u, = onti + ontl _ 1 = 2(2n+1) —1=2"%2 _1.

Nous retrouvons donc bien I'équation souhaitée, ce qui prouve, par récurrence, que la

formule est vraie pour tout n € N.

— 02 = 0(1)(1)
- 6

1(1+1)(2+1) _ 6

2. u
0 6

= 0 => c'est ok. [dem pour u; = 1% =
aussi.

o= 1 => c'est ok

Supposons donc que I'égalité soit vraie pour u,,, et montrons qu’elle I'est aussi pour

Un+1-

Or

nn+1)2n+1)
6

n
un+1=(n+1)2+un=(n+1)2+zi2=(n+1)2+
i=0

Dr Niklaus Eggenberg



Mathématiques en technologies de I'information

6(n+1D*+nn+1)@2n+1) 6n*+12n+6+2n°+3n°+n

Ug = Upt1 = 6 6
_2n*+9n®+13n+6 (n+1)2n°+7n+6) (n+1)(n+2)(2n+3)
B 6 B 6 - 6
_(n+1D)(n+1]+2)2n+1]+1) (m)(m+1)2m+1)
B 6 B 6

Nous retrouvons donc bien I'équation souhaitée, ce qui prouve, par récurrence, que la
formule est vraie pour tout n € N.

3. Etant donné que la régle s’applique a N*, commencons par Vvérifier si la proposition est

vraie pour le premier élément, a savoir u; :

u, = % € (0,1], nous avons donc que la condition initiale est vraie.

Supposons donc par récurrence que u, € (0,1], et montrons que u,,, € (0,1].
D’abord, notons que si u, € (0,1], alors 1 + 2u,, > 0 et 2 + u,, > 0, ce qui implique que

. 142
la fraction 2: n 5 0.

Un
De plus, prenons le numérateur :
1+2u, =1+4u,+u, <1+u, +1=2+u,.

L’introduction de l'inégalité <V est justifiée par le fait que u,, < 1 (que nous savons par
I'hypothése de récurrence).
Donc, nous avons prouvé que 1 + 2u, < 2 + u,, ce qui implique que
1+ 2u,
<1
2 +uy

Donc, nous avons prouvé que
1+ 2u, <

< <
2+u,

ce qui conclut la preuve.
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